STUDIUL OSCILATIILOR LIBERE
SI A OSCILATIILOR FORTATE
FOLOSIND PENDULUL POHL

1. Introducere

in acesta lucrare veti studia caracteristicile migcarii oscilatorii libere §i ale miscarii oscilatorii
fortate executate de un sistem oscilant denumit pendulul Pohl. Principalele marimi fizice ce urmeaza a fi
masurate sunt:

A. In cazul miscarii oscilatorii libere:

- perioada de oscilatie si frecventa proprie a oscilatorului in regim neamortizat,

- perioada si frecventa proprie a oscilatorului, in prezenta amortizarii,

- coeficientul de amortizare al miscarii oscilatorii,

- decrementul logaritmic al amortizarii oscilatiilor amortizate,

- factorul de calitate al oscilatorului neamortizat si cu diferite grade de amortizare.

B. In cazul miscarii oscilatorii fortate, In urma trasarii curbei de rezonanta a ampolitudinii:

- coeficientul de amortizare al miscarii oscilatorii (comparatie cu metoda de la punctul A),

- factorul de calitate al oscilatorului (comparatie cu metoda de la punctul A),

- defazajul dintre elongatie si forta exterioard, in conditii de frecventd mai mici, respectiv mai

mari decat frecventa de rezonanta.

2. Descrierea dispozitivului experimental
Dispozitivul experimental este format, in principal, dintr-o roata' din Cu (vezi Fig. 1), montata pe
@ un ax orizontal fixat intr-un rulment, astfel ca sa poata efectua o
rotatie oscilatorie, ca urmare a unui moment de revenire asigurat

Cadran pentru de un resort elastic spiral. Pe cadranul exterior pot fi masurate

masurarea unghiurilor

prem b unghiurile de rotatie ale rotii.
Sistem mecanic
de fortare a

oscilatiilor

Dispozitivul poate functiona, atat In regim de oscilatii
libere, cat si in regim fortat. In primul caz, roata este deviati
manual, efectuind cu grija o rotatie cu un unghi de aproximativ

150°, intr-un sens sau altul, urmarind ulterior dependenta de timp

—

a Cronometru
electromagnetica

a amplitudinii unghiulare, A(?). In al doilea caz, se pune in
s functiune sistemul electromecanic de fortare a oscilatiilor si se
Fig. 1 urmareste dependenta amplitudinii unghiulare a oscilatiilor de
frecventa oscilatiilor fortei exterioare, A(Q). In ambele cazuri,

putem controla gradul de amortizare al oscilatiilor, prin reglarea curentului prin frana electromagnetica.

! Un dispozitiv de tipul celui utilizat in acest experiment a fost propus de citre fizicianul german A. Pohl, iar
aranjamentul experimental este denumit in literatura pendulul sau roata lui Pohl.



Schema de alimentare electrica a dispozitivului este prezentata in Fig. 2. lesirea de curent continuu a
sursei de alimentare de putere se conecteaza, prin intermediul unui ampermetru, la frina electromagnetica,

folosind un ampermetru pentru masurarea curentului prin aceasta.

Suisa e Sursa de alimentare de micd putere (adaptor) se foloseste pentru
Sursa de alimentare alimentare
cu curent continuu a motorului . .o . .
(1<2A) (24 V) alimentarea motorului sistemului electromecanic.
n 3. Principiul fizic al experimentului
| | 3A. Oscilatiile libere ale sistemului
Frana electromagnetica Motor

Daca asupra sistemului oscilant actioneaza, pe langa
Oscilatorul Pohl . . . .
momentul de revenire datorat torsiunii in arcul spiral, M, = -

C0, si un moment rezistent datorat franarii electromagneticez, M;
Fig. 2
= -r ® = - r d0/dt, in conformitate cu teorema variatiei
momentului cinetic, intre viteza unghiulard instantanee a rotii §i momentul exterior rezultant exista
relatia:
do
I I M, =M,,

In relatiile de mai sus, / este momentul de inertie al rotii, marimea C este constanta de torsiune a

+M,=-Co-ra (1)

resortului spiral, 6 - unghiul de rotatie al rotii, iar ® - viteza unghiulara instantanee a acesteia.

Impartind relatia anterioara prin / i rearanjand termenii obtinem:

2
d2‘9 rd? C,_o ()
d ITIdt 1
sau:
d’o do
— 20—+ 0=0 3
dt’ " )
in care s-au folosit notatiile:
r C
2 1 @

Ecuatia diferentiald de ordinul II (4) descrie dependenta elongatiei unghiulare a rotii in functie de

timp. Solutia acestei ecuatii diferentiale in aproximnatia amortizarii slabe (vezi Anexa 1) este de forma:

0=0,,.¢ " sin(wt+¢)=06,, ()sin(wt +¢), Q)
2 T y . . . s =
unde o= - =\Jw; -5 se numeste pulsatia miscarii oscilatorii amortizate’. Din relatia (5) rezultd ca

amplitudinea oscilatiilor amortizate descreste exponential cu timpul cu rate de descrestere dependente de
gradul de amortizare al miscarii (doud curbe de variatie a lui 6,,,(f), corespunzatoare unor amortizari

diferite sunt prezentate in Fig. 3).

2 0 astfel de frani foloseste efectul Lenz al curentilor turbionari indusi in materialul rotii de citre cdimpul magnetic.
3 Mirimea T = 2/ reprezinta perioada oscilatiilor amortizate. Ea se mai numeste si pseudo-perioadi (deoarece
migcare oscilatorie nu se reia in mod identic).



Raportul a doud amplitudini succesive de oscilatie, K, se numeste coeficient de atenuare, iar

logaritmul natural al lui K se numeste decrementul logaritmic al amortizarii:

0, (t+T) 0, (+T)

Miscarea oscilatorie amortizata se stinge cu atat mai repede, cu cat factorul de amortizare, J, este

mai mare. Intr-adevar, intr-un interval de timp t =

1/0, numit constanta de timp a oscilatorului,
amplitudinea oscilatiilor scade de e ori*. Intr-o

perioada, 7, a oscilatiilor amortizate, amplitudinea

unghiulard scade de e ori. Asadar, D=0 T.

A [unit. arb.]

Numadrul de oscilatii efectuat in timpul t va

fi, deci:

N=7=57"D @)

Prin urmare, decrementul logaritmic al
amortizarii reprezintd numarul de oscilatii pe care il efectueaza un oscilator in regim amortizat, pentru ca
amplitudinea sa sa descreasca de e ori. Este evident ca un oscilator cu pierderi mici va avea o valoare
mica a lui D si invers. Aceasta marime este un indiciu al calitatii oscilatorului adica al capacitatii acestuia
de a efectua oscilatii un timp cat mai indelungat, fara a necesita alimentare cu energie mecanica.

Pentru caracterizarea calititii unui oscilator armonic se foloseste cel mai adesea marimea:

(4]
Q=7-N=-= (®)

care se numeste factor de calitate. Din aceasta relatie constatam ca, cu cat factorul de amortizare, d, este
mai mic, cu atat Q este mai mare si deci oscilatorul este “mai de calitate”. Este usor de vazut cd, dupa un

interval de timp ¢, = 57 amplitudinea oscilatiilor amortizate scade la 1% din valoarea ei maxima. Acest

interval de timp se numeste durata practica a procesului de "stingere" a oscilatiilor.

3B. Oscilatiile fortate ale sistemului
Daca asupra rotii actioneaza - pe langa momentele sus-mentionate- si un moment periodic in timp,
datorat unei forte de forma:
F,=F,sinQ¢ ®)
sistemul executd o miscare oscilatorie fortata. Urmand un rationament similar cu cel anterior, ecuatia

diferentiala a miscarii rotii este acum:

I===M )

Ye=271.



in care momentul rezultant reprezintd suma dintre momentul de torsiune al arcului spiral, M,y = - CO,
momentul (de asemenea rezistent) fortelor de frecare vascoasa a rotii cu aerul, My = - r ® = - r d0/dt si
momentul activ al fortei exterioare, M. = Fjy R cos Qt. Am notat aici cu R bratul fortei exterioare in raport
cu axa de rotatie a rotii.

Ecuatia diferentiald a miscarii devine, asadar:

d’0 rdo C, FR

st——+—0= cos Qf (10)
da Idt 1
sau:
d’o de
dtz +25E+a)§¢9:fpo cosQt (11)
in care s-au folosit notatiile:
r C ER
O=—; &, = \/:; == 12
217 0 NI Son I (12)
Solutia acestei ecuatii diferentiale este de forma (vezi Anexa 2):
0 =6,e " sin(wt + @)+ Asin(Qr + ), (13)

adica o suprapunere a solutiei migcarii oscilatorii amortizate libere (miscare pe care ar efectua-o sistemul
in absenta fortei exterioare periodice)
6, = a,e”’' sin(wt + @) =a(t)sin(wt + ),
la care se aduna solutia particulara de forma termenului liber din ec. (3):
0, = Asin(Qt + ) (14)
Dupa trecerea regimului tranzitoriu (dupa care primul termen din ec. (13) devine neglijabil,
sistemul riméne s execute o miscare oscilatorie fortatd descrisa de ecuatia (14). In aceasta ecuatie, 4 si @

reprezintd amplitudinea unghiulara, respectiv faza initiald a oscilatiilor fortate. Ele au urmatoarele

expresii (vezi Anexa 2).

o

A= = - (15)
Jwz —02) +(260)
28602
¢ = arc tg(mJ (16)

Cele doua marimi, 4 si ¢, depind, prin urmare, de pulsatia, €, a fortei periodice exterioare.
Fenomenul de crestere a amplitudinii oscilatiilor fortate spre o valoare maxima atunci cand pulsatia fortei
exterioare se apropie de pulsatia oscilatiilor libere, se numeste rezonantd a amplitudinii’. Pulsatia la care

are loc rezonanta se gaseste din conditia d4/dCQ) =0 si are expresia (vezi Anexa 3).

* Asa cum vom demonstra la curs, existd si un fenomen de rezonanti a energie oscilatorului, care corespunde
regimului 1n care energia totald a primita de oscilator de la mediul inconjurator atinge un maxim.



[ .2 2
Qrez = a)() _25 (17)
La aceasta valoare a pulsatiei, amplitudinea oscilatiilor fortate este:
A _ pr _ pr
m "8l -28° 269,

101 B (18)
3 (@ 1,=0 Din aceste relatii rezultd ca, pe masura
S o b) I,>1 .. o . <
= P (b 1,1, scaderii amortizarii, pulsatia de rezonantd, Q
g . Vi@ (e) >, ’ ’ rez
< o se apropie tot mai mult de pulsatia proprie, © a

,c\ . . o ..
E 'E( b) oscilatorului, iar amplitudinea maxima a
P BT o . . . e
ol — R R - oscilatiilor fortate tinde asimptotic spre infinit.
0.0 0579, 1.0 . o .
Prin urmare, pentru amortizari mici (5 < a)o) si
v [Hz]
Fig. 4 pulsatii apropiate de pulsatia de rezonanta
(Q =Q zw= a)o) putem  scrie  pentru
amplitudinea normatd, o = A/ 4, , relatia:
1
a= > (19)
w, Q
o5 9
Q o,
o
== Aceasta se

Folosind ecuatia precedentd, sd calculam valorile lui Q pentru care o =

5

Intdmpla la valorile € si Q, ale pulsatiei, pentru care:

o 9 1
Q  w 0
. w, Q, 1
si: —— =——
Q, o, 0

Intervalul de pulsatii B = €2, —Q, se numeste largimea curbei de rezonantd normate. Din relatiile

anterioare rezulta o formula de calcul a factorului de calitate:

4. Modul de lucru:

@

=3 (20)

4A. Determinarea parametrilor oscilatiilor amortizate ale sistemului

(a) Se determinad perioada oscilatiilor amortizate ale sistemului, pentru diferite grade de amortizare (Igans

=0A,0.08 A,0.12 A, 0.20 A si 0.25 A). Se va lansa de pe Desktop, in acest scop, programul "osc_amor-

tizate".



Deviatia (rotatia) initiala a rotii se va face cu multa grija, urmarind a nu se forta miscarea rotii

dupa alte directii decat cea de rotatie. De asemenesa, se vaaveagrijacafirul ce face legatura cu poarta optica
sanu sard de perotita.

(b) Folosind programul "--osc_amortizate" se vatrasa pe pe monitor graficul elongatiei miscarii amortizatein
functie de timp.

(c) Din grafic se poate determina pseudoperioada T, vazand timpul Tn care se efectueaza 10 oscilatii; apoi se
se calculeazé val oarea pseudopul satiei w.

(d) Se determina coeficientii de relaxare 8, s, in conformitate cu ec. T = 1/3, discutatd anterior. Constanta de timp
aoscilatorului t se determind din grafic casi timpul dupé care amplitudinea scade de e ori.

(e) Se determina valorile decrementului logaritmic al amortizarii, in conformitate cu ec. (7).

(h) Se determina, pentru fiecare grad de amortizare, valorile factorului de calitate al oscilatorului, Q, in
conformitate cu ec. (8).

(i) Se intocmeste un raport de masuratori, conform modelului anexat.

4B. Determinarea parametrilor oscilatiilor fortate ale sistemului

(a) Se conecteaza sursele de alimentare la retea si se efectueaza legaturile electrice conform Fig. 2.

(b) Se alege o valoare / = 0 A (fard franare electromagneticd). Se determind variatia amplitudinii
unghiulare, functie de pulsatia fortei exterioare. In acest scop, (2 se va modifica prin modificarea
curentului de alimentare al motorului electric (actionand unul din butoanele pentru reglaj grosier, sau fin
al turatiei). Se poate monta un voltmetru in paralel cu motorul electric pentru monitorizarea valorilor
tensiunii de alimentare in timpul experimentulu, daca se doreste refacerea ulterioard a unor experimente.
Amplitudinea unghiulara se citeste, si in acest caz, pe scara aparatului, ea fiind exprimata in unitati
arbitrare. Se va urmari dependenta de (2 a unghiului de defazaj dintre forta exterioara si elongatie,
folosind cele doua ace indicatoare si se va verifica tipul de dependenta @(£2) descris de ec. (16).

SE URMARESTE CU ATENTIE PARCURGEREA INTERVALULUI DE PULSATII CARE SA
PERMITA ULTERIOR TRASAREA INTREGII CURBE DE REZONANTA.

(c) Se repeta operatile de la punctul (b), pentru valorile ale curentilor /=0.08 A i /=0.12 A.

(d) Se reprezintd grafic dependentele amplitudinii normate, oo = 6/ 6,,=f€2), folosind unul din
programele mentionate anterior.

(e) Se determina frecventele (2, si £2 la care a. = 0.707, apoi valoarea lui B, si - in final - a factorului de
calitate, Q, al oscilatorului, conform ec. (20).

(f) Din valoarea lui B se determina valoarea lui d, pentru cele 3 regimuri de amortizare a miscarii.

(g) Se compara valorile lui d si ale lui O, gasite la punctele 4A si 4B.

(h) Se intocmeste un raport de masuratori, conform modelului anexat.



ANEXA 1

In absenta unei forte exterioare care sa forteze oscilatia, ecuatia diferentiala (4) ia forma:

2
‘th+25‘f7f+a)§9=0 (AL.1)

Din motive care vor fi discutate 1n detaliu la curs, vom Incerca o solutie de forma:

0 =exp(At), (A1.2)

in care A este un parametru arbitrar. Se introduce aceasta solutie in ecuatia (A1.1) si se obtine ecuatia

algebrica caracteristica:
A +20A+w; =0 (A1.3)
Se rezolvd aceastd ecuatie pentru a gasi valorile lui A. Dupd cum discriminantul acestei ecuatii
D=5~ @, este mai mare, egal sau mai mic ca zero, ridicinile Ay si A sunt reale distincte, reale
confundate sau complex-conjugate. Ne intereseaza acest din urma caz, cand:
A=-8—jN-A==6—jo si 4 =—0+jI-A==6+jo (Al3)
Acestor radacini le corespund, conform ec. (A1.2), solutiile:
0 =exp(-6—jw)t si 6,=exp(-5+ jo)t (A1.4)
Solutia generala a ecuatiei diferentiale (Al.1) se obtine ca o combinatia liniard a celor doud
solutii (A1.4), adica:
0=a0 +a,0, = [(a1 exp(—jot ) +a, exp(ja)t))] exp(—ot) (A1.5)
unde a, si a, sunt doud constante arbitrare, care se determind dupa cum urmeaza:
Tinand cont de formulele lui Euler :
exp(— ja)t) =coswt— jsinwt
exp(+ ja)t) =coswt+ jsinwt
si de conditiile initiale, &0)= 6y si w(0)=ay si folosind notatiile:
a,+a,=0_ sing
j(a,—a,)=86,, cose
se obtine solutia generala sub forma:
0=0,,(0)e” sin(wt +¢) (A1.6)

(aici @ reprezinta faza initiald a miscarii).

(A1.7)



ANEXA 2
Constantele arbitrare 4 si @ care apar in expresie solutiei particulare (10) se determina astfel: se
deriveaza de doua ori expresia (10), iar derivatele astfel obtinute se introduc in ecuatia (5). Se obtine

astfel egalitatea:

A[(a)o2 - Qz) cos @ +20Q2sin go] sin Q7 +

(A2.1)
A[(a)o2 - Qz) sin @ +26Q cos go] cosQt = f,,sin Q¢
Cum membrul drept al acestei egalitdti nu contine termen in cos Q¢ rezulta ca:
(a)o2 - Qz) sing —25Qcosp =0
(A2.2)

A[(a)o2 - Qz)cos¢)+ 26Qsin Q)] =/

Folosind acest ultime doua ecuatii rezulta expresiile marimilor 4 si ¢:
fp()
5 5\2 2
(0f -0*) +(260)

= arct, (ZS—QJ
(p g (0(2) —QZ °

l



ANEXA 3
Pentru ca amplitudinea sa devind maxima este necesar ca:

dA

100 (A3.1)
¥ 3;;21 <0 (A3.2)
Intrucat:
A= fpo[(a)j -~ + (259)2]_1/2 (A3.3)
rezulta ca:
Z_g - ‘% (0 -22)" + (259)2]_3/2[2(505 - 0?)(-20) + (25(2)25] =0 (A3.4)

atunci cand:

Q. =wl-265 (A3.5)

Derivand inca odata expresia lui dA/dQ) se arata usor ca si conditia a doua este satisfacuta.



Rezultate experimentale:

Raport de masuratori

4A. Determinarea parametrilor oscilatiilor amortizate ale sistemului

Tabelul 1
I 10T w=2n/T T 5 K D 0
(A) (s) (S-l) (s) (S-l) (cf. ec. (6a)) | (cf. ec.(6b)) | (cf. ec.(8))

Graficul 0,,,=f%).

4B. Determinarea parametrilor oscilatiilor fortate ale sistemului

Tabelul 11
I=0A
107 | Q G
(s) | (Hz) | (unit. arb.)
O=.... Q..
Tabelul 11T
1=0.08 A
10 T Q emax
(s) | (Hz) | (unit. arb.)
O=.... Q.. =
Tabelul IV
I1=0.12 A
10 T Q emax
(s) | (Hz) | (unit. arb.)
O=... Qo =....

Graficul 6,,,=f(€2), avand ca parametru cele

3 valori ale amortizarii.

Nota: Pentru fiecare din tabelele II-1V se vor colecta cel putin 15 puncte experimentale.




